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Resumen

Se presenta una introduccién al problema de Imagen Fotoacustica. Se hace un estudio de la modelacién
matematica y el problema inverso asociado. La presentaciéon esté diriguidad a estudiantes de grado en
matematicas y areas afines. Para motivar el problema se hace un analisis del caso uno dimensional, se
exploran distintas generalizaciones del problema y se presentan algunos problemas abiertos.

Tabla de Contenidos

1 Introduccidn . . . . .. .. . 1
2 Modelacion Matematica . ... ... ... .. 2
2.1 Parte aclstica . . . . . . . . . 2
2.2 Parte Optica . . . . . . . . 3
3 Ejemplo Tlustrativo . . . ... .. . . 4
3.1 Dimensionalidad y Geometria Integral . . .. ... ... ... . ... ... . ... ... ... 6
3.2 Velocidad Variable y Geometria Riemaniana . . . ... ... ... ... ... ... ........... 7
3.3 Datos Parciales y Analisis Microlocal . . . .. ... ... .. .. 8
3.4 Interaccion con Frontera y Teoria de Control . . .. ... ... ... ... . ... . ... .... 8
3.5 Atenuacion de Onda . . . . . . .. . 9
3.6 Algoritmos de Reconstruccion . . . ... . ... 9
Bibliografia . . . . . . . 10

1 Introduccion

La Imagen Fotoacustica es una tecnologia que utiliza las ondas actsticas generadas por la absorbcién de la
ondas 6pticas en un objeto para generar imégenes de su interior. En los tltimos anos se ha explorado la idea
de combinar distintas ondas para obtener las mejores caracteristicas de imagen de cada una. En términos
generales, las imagenes que se obtienen de usar solamente ondas 6pticas estan caracterizadas por tener un alto
contraste pero una baja resoluciéon, mientras que las que se obtienen de ondas acusticas se caracterizan por
una alta resolucion pero un bajo contraste (agregar cita). La idea de estas modalidades hibridas es hacer un
acoplamiento fisico de las ondas para obtener las mejores propiedades de cada una. A estas modalidades se
le conocen como métodos de ondas miltiples o acopladas en la comunidad de biomedicina y como problemas
inversos hibridos o acoplados en la comunidad matemética [5]. La Imagen Fotoacustica es uno de estos
métodos que ha despertado el interés de distintas comunidades por sus potenciales aplicaciones, bajo costo
y complejidad matematical.

Cuando cortos pulsos de ondas electromagnéticas se usan para irradiar un tejido biologico, el efecto
photoactstico/termoaciustico resulta en la emision de sefiales acusticas (“el sonido de la luz”). Estas ondas
acusticas se miden en el exterior del objeto por medio de transductores ultraséonicos de banda ancha y esta
informacién se utiliza para obtener el coeficiente de difusion del tejido. El proceso se ilustra en la Figura 1

1. En este (http://www.youtube.com/watch?v=20kW5QoppgY) el profesor Lihong Wang de la Universidad de Rice habla
de aplicaciones de PAT
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Figura 1. En esta imagen se ilustra el proceso de fisico que se lleva a cabo en imagen fotoactsitca. Un pulso de laser
de espectro infrarojo se enfoca en el area que se desea iluminar. La radiaciéon absorbida se transforma en ondas acusticas
por medio del fenémeno fotoactstico. Las ondas actsticas se miden con detectores ultrasonicos en el exterior de un
objeto, los datos obtenidos tienen informacién acoplada que se utiliza para hacer una iméagen de su interior.

El objetivo principal de la imagen fotoactstica es obtener informacién del coeficiente de absorcion electro-
magnético del tejido utilizando las mediciones acusticas producidas por el efecto fotoacustico. La informacién
del coeficiente de absorbcion esta relacionado con la estructura molecular del tejido y una buena reconstruc-
ciéon de este puede revelar condiciones patologicas que facilite el diagnostico de enfermedades y su monitoreo.
A continuacién presentamos una descripcion matematica del problema, mencionando brevemente las razones
fisicas detras de esta modelacion.

2 Modelacion Matematica

El proceso reconstruccion por medio de imagen fotoacustica se divide en dos partes: una acustica y otra
optica. La primera parte es la acistica y consiste en utilizar las mediciones ultrasonicas en la superficie
del objeto para recuperar informacion interna de la radiacién absorbida por el tejido. La segunda parte
utiliza la informacion interna recuperada en el paso anterior para obtener una imagen del coeficiente de
absorbcion optica del objeto. En este articulo nos enfocaremos en la parte actstica, sin embargo presentamos
la modelacién de ambas partes.

2.1 Parte acustica

El primer paso es lo que normalemente se conoce como Imagen Fotoacustica (PAT - por sus siglas en inglés),
sin embargo en este paso solamente se obtiene la informacién del coeficiente de absorbciéon modulado por la
densidad espacial del photon (ver Ecuacion (5)). En muchas aplicaciones esta informacion es suficiente para
el diagnostico médico.

Matematicamente este proceso se modela como la reconstrucciéon de la condicién inicial en la ecuacion de
onda utilizando informacion lateral. Sea 2 C R™ un abierto conexo con frontera suave, entonces la presion
acustica u satisface la ecuacion de onda,

0fu—V-c2(z)Vu = 0, (t,z) € (0,00) x R™,
u(0.2) = f(z). reR" &)
Oru(0, x 0, xz €R"™,

)
) =
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donde c(z) es la velocidad de la onda y f(z) € H§(Q) es la sefial ultasénica generada a tiempo ¢ =0. En
general asumimos que la velocidad de la onda es una funcion suave y que afuera del objeto es constante igual
a la velocidad del medio, entonces

c€ CR(R):={ce C*°(R"): ces constante en (00)°}

Pregunta 1. (Parte Acustica) El objetivo de la parte dptica consiste en encontrar un tiempo de medicion
T en (1) con el que sea posible recuperar

(f,c) usando la medicion lateral de la onda  u(t, )|, 7)x 00 (2)

En otras palabras, queremos invertir el mapeo de medicién

A: HYQ;c72dVol) x C3(R™) — L2((0,T) x 09Q)
(3)

(f,c) U u|(0.,T)><6£2

para un tiempo 6ptimo. Note que la energia generada por el efecto de la propagacion de radiacion esta
modelado como una condicién inicial a tiempo ¢t =0. La justificacion detras de estd modelacion es la gran
diferencia entre las velocidad de la luz (aprox. 2.3 x 108m/s) y la del sonido (aprox. 1.5 x 103m/s), desde el
punto de vista de la onda acistica toda la radiaciéon electromagnética sucede a tiempo cero. Esta suposicién
es robusta pues en el caso de imagen fotoactutica los fotones estan cerca del espectro infrarojo con longitudes
de onda entre 600 nm y 900 nm.

2.2 Parte optica

El segundo paso en en la reconstruccién se conoce como la parte cualitativa del problema, Tomografia
Fotoacustica Cualitativa (qPAT-por sus siglas en inglés) y el objetivo principal es obtener propiedades
electromagnéticas del tejido por medio de la medicién interna f obtenida en el primer paso y la iluminacién
inicial. La radiacion electromagnética se modela tipicamente (pero no exclusivamente) por medio de la
ecuacién de difusion o por la ecuacion de transporte. Aqui usaremos la formulacion difusiva que modela la
densidad espacial del photon v por medio de una ecuacién eliptica con condicién de frontera de Dirichlet
dada por,

en Q

-V -v(x)Vuv+o(z)v=0 , (4)
v=1 sobre 01,

donde ~y(z) es el coeficiente de difusion y o(z) el coeficiente de absorcion que asumimos son funciones con
valores complejos, tales que 0<e<~y,o <% para € >0. En le ecuacion (4), I(x) es la iluminacion inicial usada
para probar el tejido biologico y f es el coeficiente interno obtenido en el primer paso y es igual a

fl@)=T(z)o(z)v(x) x2€Q, (5)

donde T'(x) es el Giineisen parameter (que modela la fuerza del efecto fotoacustico y su valor es conocido en
tejido biologico).

Pregunta 2. (Parte optica) El objetivo de la parte éptica es recuperar en (4) las funciones

(v,0) utilizando (f,1),

donde f se obtuvo de la parte 6ptica y satisface la ecuacion (5).

En resumen, por medio de ambos pasos convertimos la informacion actustica en la frontera u(t, ac)|(0)T) «HQ
en informacion del coeficiente de absorbcion o y lo ilustramos en el siguiente diagram.

Mediciones e Impulso Reconstruccién Actustica Reconstruccion Optica

(u|(0,T)><59aI) I (f,C) I (’Y,O’)


https://en.wikipedia.org/wiki/Gr%C3%BCneisen_parameter
https://en.wikipedia.org/wiki/Gr%C3%BCneisen_parameter
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El resto del articulo se enfoca en estudiar la parte actstica?, avances en la reconstruccién 6ptica son
objeto de investigaciones actuales. El lector interesado puede consultar la articulos (agregar citas) y sus
referencias. Para fijar ideas estudiamos un caso sencillo en que la onda viaja en una dimension y su velocidad
es constante. Veremos en el Teorema 1 que en este caso podemos recuperar la fuente y la velocidad de la
informacién lateral de la onda.

3 Ejemplo Ilustrativo

Considere la ecuacién de onda en una dimensién con velocidad ¢ € Rt constante y condicién inicial f dada
por

OZu—c*Au = 0 en (0,7)xR
ult=o = f(z) en R . (6)
8tu|t:0 =0 en R
La solucién de esta ecuacién viene dada por?
1
ult, @) = £ —ct) + o+ et)). 7

Observe que u se puede escribir como la suma de dos ondas que viajan en direcciones opuestas ambas a
velocidad constante c, i.e.,

u(t, ) =us(t,z) +u_(t,z)
donde

ui(t,w):%f(x$ct), (8)

como se ilustra en la siguiente Figura 2

u_(t,x) uy(t, )
— -

Figura 2. Se ilustran las dos ondas u4+ que se originan de la condicién inicial f

Suponga que tenemos los medidores actisticos en los bordes del intervalo (—a, a), entonces el mapeo de
medicion (3) viene dado por

[A(f,0)](t, xta)=u(t, £a), t>0

Tenemos el siguiente teorema de reconstrucciéon acustica.

2. En muchos experimentos de PAT se utiliza solamente la informacion recuperada en f(z) para estimar el coeficiente de
absorcion sin necesidad de considerar la parte 6ptica (CITAS) A pesar de esta simplificacion los resultados de las imagenes son
prometedores.

3. Esto se puede ver tomando el cambio de variable v=x —ct y w=a + ¢t y ver que la ecuacién diferencial en (1) se
convierte en u,q,, =0, lo que implica que u es la suma de una funcién que depende de v y otra que depende de w. Volviendo a
las variables originales y utilizando las condiciones iniciales se puede concluir la férmla (7)
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Teorema 1. Suponga que c1,c2>0, f1, fo€ C°(R) con supp fi1, f2C(—a,a) para a>0 y que alguno fi ¢
f2 no es identicamente cero. Sean uy y us las soluciones de la ecuacion de onda (6) para velocidades ¢ y
co y fuentes f1 y fa, entonces si T 2 max (2a/c1,2a/¢3) y

[A(f1,c1)](t, £a) = [A(f2, c2)](t, £a) paratodo 0<t<T  implica que c1=co y fr= fo

Demostraciéon. Procedemos por contradiccion. Suponga que ¢q £ ¢o, sin pérdida de generalidad supongamos
que c2 > c¢y. Por la condiciéon en el soporte de las fuentes tenemos que

ui(t,:ta):%fi(:taqicit), para 0<t<T (i=1,2)

Por la hipoétesis en las mediciones y nuevamente utilizando el soporte de las fuentes, tenemos que para
0<t<T,

fl(a—clt) = fg(a—CQt)
fl(—a+01t) = fQ(—CL+CQt)

Tomando x =a — cqt en la primera ecuacién y x = —a+ cit en las segunda, tenemos que estas ecuaciones se
pueden reescribir en la forma

filz) = f2<2$—a<2—1>), a—ciT<z<a (9)
C1 C1

filz) = f2<2$+a<2—1>>, —a<z<cT —a.
C1 C1

Por hipétesis ¢c1T — a > a, entonces para los valores donde ambas expresiones son vélidas obtenemos que

fg(ﬂx—a<2—l>>—f2<2x+a<2—1)), —a<z
1 c1 C1 C1

Tomando z:z—fac +a(2—j— 1) yp= 2a(2—j — 1) > 0 obtenemos que

N

a.

fo(z=p)=fa(z2) —a<z<a+p

Ahora, como f> =0 en (a,a+ p) y p>0, de manera recursiva (ver la siguiente Figura 3) obtenemos que
f2=0en (—a,a).

y=z-p

entonces fo=0

a—Dps

—a

[ ¢

Figura 3. Se ilustra como obtener que fo=0 en (—a,a) de manera recursiva.
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Luego de (9) obtenemos que f1=0en (—a,a), que es una contradiccion. Finalmente, si ¢; = ¢ nuevamente
de (9) concluimos que fi = fo. a

En este resultado se recuperan de manera simultanea la fuente y la velocidad.

Observacion 2.

1. El tiempo T es optimo para la reconstruccion simultanea (agregar ejemplo). Sin embargo, si sabemos
a priori que las velocidades son iguales ¢ = ¢; = ¢z, entonces se deduce de (9) que es suficiente tomar
T > a/c para garantizar que f1= fo.

2. Tal vez podamos agregar algo de qué tanto podemos extender el espacio de las fuentes (e.g., H'(—a,a))

Este es el tipo de teorema que queremos demostrar, pero generalizando las hipotesis. Veamos algunas de
las direcciones que podemos tomar:

3.1 Geometria Integral

Al aumentar la dimensionalidad en el problema de IFA se encuentran conexiones bonitas con en area de
geometria integral?. Para analizar esta relacion nos vamos a enfocar en el caso de dimension n =3, que es
de particular importancia en aplicaciones. Una de las preguntas en geometria integral consiste en analizar
si es posible recuperara una funciéon f a partir de las informaciéon sobre sus integrales restringuidas a
ciertas familias de curvas. En concreto, el problema de IFA esta relacionado con el problema de invertir la
transformada esférica de Radon, que es la integral de una funcion sobre esferas, ver Fig 4. Esta integrales
llevan el nombre del matematico Johann Radon por su trabajo pionero al estudiar la posibilidad de recuperar
una funcién a partir de las integrales sobre planos. Las integrales esféricas fueron analizadas anteriormente
por el matematico Paul Funk® en el articulo [2], para describir las métricas de Zoll en la esfera.

Para ver la relacion entre el problema de IFA y la tranformada esférica de Radon, consideremos, no solo
el valor, sino el promedio de la funcién f sobre esferas las S(z,r) con centro x y radio 7, conocido también
como el promedio esférico de f,

1 1
M) :W/su r)f(y)d”:m/m—lf(“m)d@a (,7) ER® x R+,

Ejercicio 1. Un ejercicio bonito es verificar el hecho intuitivo de que el promedio esférico de una funcién continua tiende
al valor de la funcién cuando los radios de los circulos tienden a cero, i.e.,

tim M (2, ) = f(x)
r—0
Ejercicio 2. Si una funcién u € C?(IR3) es arménica, i.e., Au=0, entonces para cada x fijo el promedio esférico se mantiene
constante como funciéon del radio. Mas aiin, esto caracteriza a estas funciones arménicas
Au=0 = w(@) = Mu(z,r) z€R3r>0
Sugerencia: Muestre que

Or Mu(z,r)= ! /B( )Au(y)dy

T 3rmw

Pregunta 3. Suponga que conocemos el valor de M f(x,r) para todas las esferas con centro x en la frontera

de un domino. Nos preguntamos qué informacion de la funciéon f esta presente en estas integrales.

En concreto, sea €2 un abierto conexo con frontera suave 9€2. Lo primero que queremos estudiar el la
inyectividad del operador, i.e., nos preguntamos si

Mfi(z,r)=Mfo(x,r), (z,7)€INXRT = fi=f2

Dado que el operador M f es lineal es suficiente comparar con la funciéon nula. En la Fig. 4. se ilustra el
problema de inyectividad para una funcién f tal que supp f C €0,

4. En su concepcién moderna impulsada por trabajos como el de Sigurdur Helgason [4] y Gelfand-Gindikin-Graev [3].

5. Paul Funk fue un matematico Australiano de ascendencia judia, estudiante de David Hilbert, que trabajé en el calculo
de variaciones. Fue profesor de la Universidad Técnica de Alemania en Praga, donde fue capturado y llevado a un campo de
concentracién en Theresienstadt.
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Q

Figura 4. Se ilustra la transformada esférica de Radon de la funciéon f restringida a la frontera del dominio, i.e.,
z € 0N2. Queremos recuperar la funcién f a partir de la informacién de sus integrales sobre esferas centradas en z. En
este caso particular el dominio es una circulo, sin embargo la pregunta es para dominios mas generales. Por otro lado,
el dibujo es 2 dimensional, pero debe pensarse como 3 dimensional.

Ejercicio 3. Sea u € C?(IR?) arménica y € un abierto conexo con frontera suave 9. Verifique que promedio esférico de
u restringuido a 02 determina u, i.e.,

Mu(z,7)=0, (z,7)€NXRT = u=0
Sugerencia. Muestre que esta pregunta es equivalente probar que el problema de valor inicial

Au=0 en Q
u=0 en 0N

tiene solucién trivial.

Del ejercicio anterior se ve que el promedio esférico de u restringuido a 92 determina a cualquier funcion
armonica. Para extender este resultado a funciones suaves vamos a relacionar este problema con el problema
de imagen fotoacustica.

3.1.1 Relacion con Imagen Fotoacustica

El problema de inyectividad del promedio esférico es equivalente al problema de inyectividad en IFA, ver
Proposicion 3. Si u es la solucién de (6) en R3, entonces por la formula de Kirchkoff (ver pag. 234, [6]) para
R3, u viene dada en términos del promedio esférico

o) =0 iz [ e )=aMSeta).  (ta) RSB

Se tiene la siguiente proposicién que nos dice que la inversién de ambos problemas es equivalente.

Proposicién 3. Sea Q) un abierto conexo con frontera suave. Suponga que ci,co >0, f1, fo € C*(IR3) con
supp f1, f2aC Q. Sean uy y uz las soluciones de la ecuacion de onda (6) para velocidades ¢1 y ca y fuentes fy
y fa. Entonces

[A(f1,e)](t, x) =[A(f2,c2)](t,2) en R x 00 < Mfi(cit,z) =Mfa(cat,z) en RT x 90

Demostraciéon. Dado que t— tMf(ct, ) es suave y pasa por (0,0) se tienen las siguientes equivalencias
consecuencias de (3.1.1),

[A(f1,c0)](t, >
O (t M f1(cat, x)
thl(Clt, x
Mfi(ert, x

[A(f2, e2)](t, )
O1(t M fa(cot, x))
= th2(02t,{L‘)

M fo(eot, x)

—_— — —

117
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La ultima igualdad se obtiene primero para t#+ 0 y es evidente para t =0. O

En el articulo [1] David Finch, Sarah K. Patch y Rakesh utilizaron esta conexiéon para mostrar que la
transformada esférica de Radon es inyectiva. Su argumento se basa en la propiedad de continuacion tnica
para la ecuacién de onda.

Proposicién 4. (Continuacion Unica) Supongamos que u € C2(R* x R™) satisface la ecuacion de onda
Pu—c2Au=0 en Rt xR"
Sean (to, 7o) €ERT X R™ un punto en el espacio-tiempo y T, >0 dos nimeros positivos. Si

u(t,z)=0 clt—to|<T, |x—mz0|<e.
entonces
u(t,z)=0 clt —tol + |z —mo| <T

T/C+t0 o~

~

(z —20) —c(t —to)=-T (z —x0) +c(t —to) =T

- J

to (to, o)

B

(z —x0) +c(t —to) =—T (x —x0) —c(t —to) =T

T/c—to \j

To—€ Tot+E

Figura 5. La propiedad de continuacioén tnica nos dice que si la solucion de la ecuacion de onda se anula en el rectangulo
rojo entonces se anula en el paralelogramo caracteristico de color rosado, note que sus lados son curvas caracteristicas.

Observacion 5. La prueba para el caso n =1 se deduce de la propieda que si A, B,C, D son lo vértices de
un paralelogramo caracterisito, entonces

u(A)+u(C)=u(B)+u(D)

3.2 Velocidad Variable y Geometria Riemaniana

Queremos considerar el caso en que la velocidad de la onda c¢(z) es variable con el objetivo de modelar
dominos como el cuerpo humano (e.g., piel, craneo, etc). Esto es equivalente a considerar la ecuacion de onda
en un geometria dada por g=c(x)l, xn, donde I, x, es la matriz identidad. Uno de los problemas abiertos
mas interesantes en imagen fotoactistica se puede enunciar de la siguiente manera:

Problema abierto. Encontrar condiciones optimas sobre la velocidad variable ¢(z) € Cig(R)
y la fuente f para que el Teorema 1 se puede generalizar a dimension n = 3.

Atin més, podemos considerar geometrias anisotropicas (i.e., donde la forma en que la onda viaja depende
de la direcciéon que tenga) dadas por una métricas Riemaniana cambiando el operador de onda en (1) por
07 — A, donde Ay es el operador de Laplace-Beltrami (i.e., la generalizacion del Laplaciano a una variedad
Riemaniana). En experimentos se ha visto que las capas de la piel tienen comportamiento anisotropico
(CITA).
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3.3 Datos Parciales y Analisis Microlocal (Estabilidad?)

Nos interesa entender si es posible extender este tipo de teoremas cuando solamente conocemos la informacién
de la onda en un subconjunto I' C 99 de la frontera, i.e., si podemos recuperar (f,c) usando la medicion
(parcial) de la onda u(t,)|,7)xar- Este tipo de problemas se llaman de datos parciales.®

3.4 Interaccién con Frontera y Teoria de Control

En la forma en que planteamos el problema de imagen fotoacustica la onda no se ve afectada por los
detectores actsticos. Note que la ecuaciéon diferencial (1) estd definida en todo R por lo que no interactua
con la frontera 92 (i.e., con los sensores que se encuentra ahi). Por ejemplo, para considerar esta interaccion
podemos cambiar la ecuacion (1) y agregarle una condicion de tipo Robin dada por

0P —c?Au = 0 en (0,7)xQ
uly=0 = f(z) en Q 1
5‘tu|t:0 =0 en ( 0)
Ou+Aou = 0 en (0,7)x 00

donde 0 < A< 1/c es una funcion suave en 9. El caso en que A=0 decimos que la frontera es perfectamente
reflexiva, si 0 <A <1/c decimos que es parcialmente reflexiva y si A=1/c diremos que es transparente. En la
Figura X se ilustran los tres tipos de frontera. Esto condicién nos dice que la derivada normal en la frontera
es proporcional al velocidad en la frontera.

] A —
o S
] A

™ L

—
(a) (b)

Figura 6. Se ilustran los tres tipos de frontera: (a) perfectamente reflexiva, (b) parcialmente reflexiva y (c) transparente.

Para entender un poco mas esta condicién de frontera consideremos el caso de la ecuacion sin condicién
de frontera (1). Tenemos que la onda u se divide en dos partes una que viaja en direccion positiva y otra en
direccion negativa. Si observamos la onda u4 (¢, x) dada en (8) que viaja en direccion positiva, vemos que al
encontrarse con el detector ubicado en la posicion x = a satisface la condicion de frontera transparente”

Dy (t, a) + %8tu+(t, @) =0

Esta relacion se puede ver como el balance perfecto entre la derivada normal y la velocidad si la onda viaja
libremente. El factor A viene restringuir el valor de la derivada normal y transferir parte de la velocidad de
la onda a la frontera, haciendo que se genere una reflexiéon. En el caso extremo cuando A=0, la frontera es
rigida y por lo tanto perfectamente reflexiva.®

6. Ver si es posible generalizar el Teorema si solo tenemos informacion en (¢, a)
7. Note que en este detectora 9, = 0.

8. Hablar sobre la teoria de control.
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3.5 Atenuacion de Onda

Cuando la onda viaja e interactia por el medio pierde energia (e.g., reduccion de amplitud), a este proceso se
le conoce como atenuacion. En este momento no hay un consenso sobre la forma de modelar la atenuacion en
tejido biologico, sin embargo una primera aproximacion es agregandole un término de atenuacion de la forma
o (z)0; al sistema actistico. Para hacer esto no es suficiente cambiar la expresién de onda 97 u — V - c?(z)Vu
por Ofu— V- c(x)V u+a ()0, en la ecuacion (1) sino que tenemos que entender

07u—V-cAx)Vi = 6'(t)f(x), (t,z)€(—00,00) xR,

3.6 Algoritmos de Reconstrucciéon
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